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Resumo: Muitas das propriedades e aplicagoes das fungoes reais continuas séo
obtidas em conjuntos compactos. Nosso objetivo aqui é caracterizar os conjuntos
compactos da reta real. Inicialmente faremos uma apresentacao dos conceitos to-
polégicos da reta real, entre eles, as definigdes de conjunto aberto, conjunto fechado
e conjunto compacto. O nosso resultado principal apresentarda uma equivaléncia de
quatro defini¢oes distintas de conjunto compacto da reta real.
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1 Nocgoes preliminares

Vamos iniciar com algumas nocoes preliminares que também vao permitir fixar algumas
notagoes. Em alguns casos apresentaremos os conceitos de forma bem sucinta e rapida. Mais
detalhes ou mais resultados sobre os temas abordados neste texto podem ser encontrados em

Lima (1976) e Figueiredo (1975).

Definicao 1. Seja X C R. Dizemos que a € R é supremo do conjunto X, e escrevemos
a =sup X, se

i) x < a, para todo z € X;

i1) Dado € > 0, existe b € X tal que a — e < b.

Definigao 2. Seja X C R. Dizemos que a € R é infimo do conjunto X, e escrevemos a = inf X,
se

i) a < x, para todo z € X;

i1) Dado € > 0, existe b € X tal que b < a +¢.

Definigao 3. Seja X C R. Dizemos que X é enumeravel se X ¢ finito ou se existe uma bijecao
f N> X.

Definicao 4. Seja (z,,) uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que a € R é o limite da

sequéncia (x,), e escrevemos a = lim z,, se, dado € > 0 existe ng € N tal que
|zy, —al <e, paratodo n > ny.

Neste caso também dizemos que (z,,) converge para a e escrevemos & — a.



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.
V. 3(2023) - pp. 37 - 45 38

2 Conjuntos abertos

Definicao 5. Seja X C R. Dizemos que x é um ponto interior de X se existe € > 0 tal que
(a —e;a+¢) € X. O Conjunto dos pontos interiores de X é chamado de interior de X e é

denotado por int(X). Dizemos que o conjunto X é aberto se int(X) = X.

Podemos observar que int(X) C X, qualquer que seja X C R. Mais ainda, se int(X) #
@, entao X contém um intervalo da reta e portanto X é nao-enumerdvel. Outro resultado 1til a

respeito do interior de um conjunto é que se X C Y, entao int(X) C int(Y).

Exemplo 1. a) Os exemplos triviais de conjuntos aberto da reta sao R e (). De fato, 0 é
aberto pois se nao o fosse deverfamos apresentar um elemento no conjunto vazio que nao esta
no seu interior, o que é um absurdo. R por sua vez, é aberto pois dado qualquer z € R, temos

claramente (x —e,x 4+ €) C R qualquer que seja € > 0 dado.

b) Os intervalos abertos sao exemplos canonicos de conjuntos abertos da reta real. Consideramos
o intervalo aberto (a,b). Dado = € (a,b), escolhemos ¢ = min{z —a,b—=x}. Logo (x —¢,x+¢) C
(a,b) e (a,b) C int((a,b)). Portanto (a,b) é um conjunto aberto. J& para o intervalo fechado
[a, b], como (a,b) C [a,b], entao temos que (a,b) = int((a,b)) C int([a,b]) C |a,b]. Podemos ver
claramente que (a—¢,a+¢) ¢ [a, b] qualquer que seja e > 0 e por este motivo a ¢ int([a,b]). Pelo
mesmo motivo b ¢ int([a,b]). Assim, int([a,b]) = (a,b). De modo andlogo podemos mostrar
que int((a,b]) = int([a,b)) = (a,b).

¢) Temos que int(Q) = 0, pois Q é enumerdvel. Também temos que int(R — Q) = ), mesmo

sendo R — Q ndo-enumeravel.

n
Teorema 6. a) Se Ay, A, ..., A, sao conjuntos abertos, entdo A = () A; € um conjunto
j=1
aberto.
b) Se (Ax)xer, € uma familia arbitrdria de conjuntos abertos, entdo A = |J Ax € um conjunto
AeL
aberto.
n
Demonstragdo. a) Dado x € A= () Aj, x € Aj, para todo j = 1,...,n, por hipétese, existem
j=1
g;j > 0 tais que (z —¢j,z +¢j) C Aj. Seja e = min{e;;j = 1,...,n}. Logo (z —e,z+¢) C

(x —ej,x +¢5) CAj, paratodo j =1,...,n. Portanto (x —e,24+¢) C A e A é aberto.

b) Dado z € A= |J A), entdo x € Ay para algum X\ € L. Logo, como Ay é aberto, existe £ > 0
AEL
tal que (x —e,x +¢) C Ay. Portanto (z —e,x +¢) C Ay C |J Ar = A e A é aberto. O
AEL

Exemplo 2. a) A intersecao infinita, mesmo que enumerdvel, de conjunto abertos pode nao ser

um conjunto aberto. De fato, se pomos A, = (—%, %), entdao cada A, é um conjunto aberto,

o
mas (] A; = {0}, que nao é conjunto aberto.

j=1
b) Como int(X) pode ser representado como a reuniao de todos os conjuntos abertos contidos

em X, entdo int(X) é um conjunto aberto e int(int(X)) = int(X).
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Queremos agora caracterizar os subconjuntos abertos de R em termos de intervalos

abertos.

Lema 7. Seja (Ix)aer uma familia arbitrdria de intervalos abertos, tal que p € Iy, para todo

A€ L. Entao A= |J I\ € um intervalo aberto.
el

Demonstragdo. Para cada A € L, escrevemos Iy = (ay,by). Pode ocorrer ay = —oo ou by = 400,
para algum A € L. Como ay < p < by, temos que ay < b, para todos A\,u € L. Sejam
a = inf{ay,\ € L} e b = sup{by, A € L}. Pode ocorrer a = —0co ou b = +00. Queremos provar

que (a,b) = A = |J I,. Claro que A C (a,b). Dado = € (a,b), pelas definigbes de supremo
AEL
e infimo, ou pelas propriedades de conjuntos ilimitados, temos que existem A, € L tais que

ay <zex <b, Sex <by entao x € Iy C A. Se x > by, entao temos a, < by < x e

x € I, C A. Isto conclui a demonstracao. O

Teorema 8. Se A C R € um conjunto aberto, entdo existe uma unica familia enumerdvel de
intervalos abertos, dois a dois disjuntos, (I;)jenmcn tal que A= | 1.

JjEM
Demonstracdo. Para cada x € A, seja I, a reuniao de todos os intervalos abertos contendo z e
contidos em A. Pelo lema anterior, I, é um intervalo aberto. Dados x,y € A, queremos mostrar
que I, NI, = @oul, = I,. Se z € I, N1, entao I = I, U I, é um intervalo aberto contendo z e
contido em A. Logo I C I, e I, C I,. De modo analogo, I, C I,. Portanto I, = I,. Podemos

afirmar que A é a reuniao de intervalos abertos, dois a dois disjuntos.

Vamos mostrar que esta reuniao é enumeravel. Para cada I, com x € A, escolhemos
um ndmero racional r(I;) € I,. A funcao I, — r(I,) é injetiva, pois se I, # I, entao I, N1, = ()
er(Iy) # r(Iy). Como o conjunto Q dos nimeros racionais é enumeravel, entao a familia (I;)zca

é enumeravel.

Falta provar a unicidade. Vamos supor que A = |JJ,,, onde os intervalos J,, sao

abertos e dois a dois disjuntos. Escrevemos J,,, = (@, bm)- %amos provar que a,, ¢ A. Para
isso, suponha por contradigao que a,, € A. Entao a,, € J, = (ap, b,), para algum J, # Jy,,. Seja
b = min{by,, b,}. Logo (am,b) C Jy N J, contradizendo o fato de que J,, e Jj, sdo dois a dois
disjuntos. Segue que a,, ¢ A e do mesmo modo mostra-se que b,, ¢ A. Isto mostra que para
todo me x € J,, Jy € 0 maior, no sentido de inclusao, intervalo contendo x e contido em A.

Logo J,,, = I, provando a unicidade. O
Coroléario 9. Seja I um intervalo aberto tal que I = AUB, onde A e B sdo abertos e disjuntos,

entio (A=0eB=1)ou(A=1eB=0).

Demonstragao. Basta aplicar a unicidade do teorema aos conjuntos A e B, se ambos s&o nao-

vazios. O
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3 Conjuntos fechados

Definicao 10. Dizemos que um ponto a é aderente ao conjunto X se a é o limite de uma
sequéncia (x,) de pontos de X. O conjunto dos pontos aderentes ao conjunto X é chamado
fecho de X e é denotado X. Dizemos que X é fechado se X = X.

Podemos observar que X C X, pois para todo z € X, podemos tomar a sequéncia

constante convergindo para x.

Teorema 11. Sdo equivalentes:
i) a€ X;
i1) para todo € >0, (a —e,a+¢)NX # 0;

i1i) Se I é um intervalo aberto contendo a, entdo I N X # (.

Demonstragdo. i) = ii). Vamos supor que a = limx,, onde x,, € X, para todo n € N. Dado
e > 0, existe ng € N tal que z,, € (a —¢,a+¢) (< |z, —a| < €), para todo n > ngy. Logo,
Tn € (a —e,a+¢)N X, para todo n > ng.

i1) = iii). Dado um intervalo aberto I contendo a, como I é um conjunto aberto, existe € > 0
tal que (a —e,a+¢) C I. Por hipétese (a —e,a+¢)NX # (. Logo INX # 0.

iii) = ii). B claro.
ii) = 1). Dado ¢, = %, por hipétese, obtemos xz,, € (a— %,(14— %) N X. Logo, (z,) é uma
sequéncia de pontos de X e limx, = a. De fato, dado € > 0, existe ng € N tal que nio < €.

Portanto, se n > ng, % < nio <eewxy € (a—%,a—k%) C (a—%,a%—%) C (a—e,a+¢),

como queriamos. O

Exemplo 3. a) Se X é limitado superiormente (resp. inferiormente), entdo sup X € X (resp.
inf X € X).

b) (a,b) = [a,b]. De fato, a = inf(a, b) € (a,b), e dado qualquer ¢ < a tomamos ¢ = (a—c) >0e

temos que (¢ —¢e,c+¢) N (a,b) = ) mostrando que ¢ ¢ (a,b). De outra forma (a,b) ndo contém

nenhum nimero menor do que a. Da mesma forma b = sup(a,b) € (a,b), e também, dado

qualquer ¢ > b, entdo com € = (¢ — b) > 0 temos que (¢ —e,c+¢) N (a,b) = (). Assim, nenhum

numero maior do que b pode pertencer a (a,b).

¢) De modo andlogo ao item anterior podemos mostrar que [a, b] = (a,b] = [a,b) = [a, b].
d) Q=R.
Podemos observar que existem conjuntos que nao sao abertos e nem fechados. Por

exemplo, Q, R — Q, [a,b). Por outro lado, os tnicos conjuntos que sao abertos e fechados sao R

e (). Esta é uma conclusao que vamos tirar do préximo Teorema.

Teorema 12. X C R € fechado se, e somente se, seu complentar R — X € aberto.
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Demonstracdo. Vamos supor que X é fechado. Dado # € R — X, entdao x ¢ X = X. Logo,
existe ¢ > 0 tal que (z —e,2+e)NX =0. Logo (x —e,x+¢) CR— X e R— X é aberto. Para
a reciproca supomos que R — X é aberto. Se X ndo é fechado, existe z € X, tal que =z ¢ X.
Logo x € R — X = int(R — X). Isto significa que existe ¢ > 0 tal que (z — e,z +¢) C R — X.
Portanto (z — e,z +e)NX =0 e z ¢ X, o que é uma contradicio. O

Corolario 13. a) @ e R sdo conjuntos fechados;

n
b) Se Fi, Fy, ..., F, sio conjuntos fechados, entao F' = |J F; é um conjunto fechado;
j=1

c) Se (F\)aer € uma familia de arbitrdaria de conjuntos fechados, entdo F = () Fx € um

AeL
conjunto fechado.

Demonstragao. a) () e R sdo conjuntos fechados pois seus respectivos complementares R e ) sao

conjuntos abertos.

b) Sejam A; =R — Fj, 1 < j < n. Pelo Teorema anterior A; é uma conjunto aberto, para todo

n
1 <j<n.Logo A= () A; é um conjunto aberto. Portanto

j=1
R-A=R-(4=JR-4)=JF=F
j=1 j=1 j=1
¢ fechado.
¢) Sejam Ay =R — Fy, A € L. Logo Ay é aberto e A= [J A, é aberto. Portanto
AeL
R-A=R-|JA=[\R-A4)=(FA=F
AeL AeL AeL
é fechado. O

Podemos observar que a reuniao infinita, mesmo que enumeravel, de conjuntos fechados

pode nao ser um conjunto fechado. Por exemplo, Q = |J {z}, {z} é um conjunto fechado, para
zeQ

cada z € R, mas Q = R.

Corolario 14. Se A C R € aberto e fechado, entio A =0 ou A =R.

Demonstragao. Temos que A e R — A sao abertos. Como R = AU (R — A), pelo Corolério 9,
A=0ouA=R. O

Teorema 15. Seja X C R. Entdo X = X, ou seja, X € um conjunto fechado.

Demonstragdo. Vamos mostrar que R — X é um conjunto aberto. Dado x € R— X, entdao z ¢ X
e existe ¢ > 0 tal que (r —e,2+¢)NX = (. Logo, se y € (x —¢,x + ¢), entdo y ¢ X. Portanto
(r—ec,x+e)NX =0e (z—e,2+¢) C R— X, mostrando que R — X é aberto e que X ¢é fechado,

como queriamos. 0
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4 Ponto de acumulagao

Definicao 16. Seja X C R. Dizemos que a é um ponto de acumulagao de X se, para todo
e > 0 existe z € X tal que 0 < |x — a| < e. Isto significa que todo intervalo aberto contendo
a, contém algum ponto de X, diferente de a. O conjunto dos pontos de acumulacao de X ¢
chamado de derivado de X e é denotado X’. Um ponto a € X que nao é ponto de acumulacao

de X é chamado de ponto isolado.

Teorema 17. Sdo equivalentes:
i) ae X';
1) a = limx,,, onde (z,) € uma sequéncia de pontos de X, dois a dois distintos;

iii) Todo intervalo aberto contendo a, contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstragdo. i) = ii). Dado &1 = 1, por hipétese, existe 21 € X tal que 0 < |z1 — a| < &7.
lz1—al
2

obtemos uma sequéncia (z,) de pontos de X, dois a dois distintos, tal que a = lim x,,.

Dado g2 = min{ ,%}, existe zo € X tal que 0 < |r2 — a|] < 2. Procedendo desta forma

i1) = ii1). Dado um intervalo aberto I contendo a, por hipétese, existe ng € N tal que se n > ny,
entdao x, € I. Como a sequéncia (x,) é formada por pontos de X, dois a dois distintos, entao

Y = {zny, Tng+1,- .- } € um conjunto infinito contido em I e ¥ C X.

i1i) = i). Dado € > 0, da hipétese, (a — &,a + ) contém uma infinidade de pontos de X. Logo,

existe z € X, com x # a tal que x € (a—¢,a+¢). Portanto 0 < |x —a| < €, como querfamos. [

Exemplo 4. Temos que Q' =R, Z' = N = 0 e (a,b)’ = [a,b]. Também, se X = {%,n € N},
entdao X’ = {0}.

Teorema 18. Seja X C R. Entio X = X U X'.

Demonstragdo. Claro que, pelas defini¢oes dadas, X U X’ C X. Seja z € X, tal que # ¢ X.
Dado € > 0 temos que (x — e,z +¢)NX # (. Como x ¢ X, entdo existe y € (a —e,a+¢) N X,
com y # x, ou seja, 0 < |y — x| < e. Portanto x € X' e X C X U X". O

5 Conjuntos compactos

Defini¢ao 19. Uma cobertura de um conjunto X C R é uma familia (C))er de subconjuntos

de R tal que X C |J C). Uma subcobertura é uma subfamilia (Cy)xer,, L1 C L, para a qual
AEL
ainda vale X C |J Ch.
el

Podemos agora enunciar o teorema que vai nos permitir definir conjuntos compactos

na reta.

Teorema 20. As sequintes afirmacoes sobre K C R sdo equivalentes:
a) K é limitado e fechado;
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b

c

) Toda cobertura por abertos de K possui uma subcobertura finita;
)

d) Toda sequéncia de pontos de K possui uma subsequéncia que converge para algum ponto de

Todo subconjunto infinito de K possui um ponto de acumula¢do a € K;

=

Demonstragdo. a) = b). Primeiramente vamos supor que K = [a,b]. Dada uma cobertura
[a,b] € |J Cy de [a,b] por conjuntos abertos, vamos supor que nao existe uma subcobertura

AEL
finita. O ponto médio do intervalo [a, b], GTH’, o divide em dois intervalos de comprimento b_7a.

Pelo menos um deles nao pode ser coberto por um numero finito dos C. Digamos [aj, b;].

Comegando agora com [aq, b1] repetimos o processo infinitas vezes e obtemos [a,b] D [a1,b1] D

[az,b2] D ---, onde o comprimento de [ay, by] é ‘ITJ,Qb e nenhum deles pode ser coberto por um

nimero finito dos C). Afirmamos que existe ¢ € [an,by,], para todo n € N. De fato, temos
que a; <ag < --- < -+ < by <by. O conjunto A = {aj, j € N} é limitado superiormente.
Seja ¢ = sup A. Temos que a, < ¢, para todo n € N. Por outro lado, ¢ < b,, para todo

n € N, pois cada b, é cota superior de A. Logo ¢ € [an,b,], para todo n € N. Em particular

¢ € la,b]. Logo, existe A € L tal que ¢ € Cy. Seja m € N tal que “2%;” < e. Segue que

¢ € [am,bm) C (¢ —e,c+¢e) C Cy e [am,by] pode ser coberto por um tnico C, o que é uma

contradigao. No caso geral K C |J C\. Seja [a, b] um intervalo limitado e fechado contendo K.

AEL
Isto é possivel pois K é limitado. Seja A = R — K. Temos que [a,b] C < U v A> é uma
AEL
cobertura por aberto de [a,b], pois K é fechado. Pelo que j& foi visto, existem Aj, Ag,..., A,

tais que [a,b] C (Cy, UCy, U---UCy, UA). Portanto K C (Cy, UCy, U---UC)y, UA) éuma

cobertura finita de K.

b) = ¢). Seja X C K um conjunto que nao possui pontos de acumulagdo em K. Dado x € K,
existe um intervalo aberto I, tal que, I, N X = {z} se x € X, ou I, N X = 0 se x ¢ X.

Logo, K C |J I,. Por hipétese, existem x1, z2,. .., 2, tais que K C (I; UL, U---UI, ). Em
zeK
particular X C (Iz; U Iy, U---U ;). Como cada I, contém no maximo um elemento de X,

entdao X ¢é finito. Isto prova c).

¢) = d). Seja (z,) uma sequéncia de pontos de K. Se o conjunto X = {z;, j € N} é
finito, entdo existe ng € N tal que =, = z,,, para todo n > ng. Obtemos (Zny, Tng+1,---)
uma subsequéncia constante e portanto convergente para x,, € K. Se X ¢ infinito, entao por
hip6tese, X possui um ponto de acumulacdo a € K. Logo, para todo € > 0, (a — ¢,a + ¢)
contém uma infinidade de pontos de X e portanto contém termos x,, de indices arbitrariamente
grandes. Dado € = 1 escolhemos x,,, € (a—1,a+1). Dado & = 3 escolhemos z,,, € (a—3,a+3)
com ny > np. Isto é possivel pois (a — %,a + %) contém termos z,, de indices arbitrariamente
grandes. Procedendo desta forma obtemos uma subsequécia (z,,) que converge para a € K,

pois |z, — a| < 1 para todo i € N.

d) = a). Se K nao é limitado, existem x1,x92 € K, com zg > x; + 1. Também existe x3 € K
tal que x3 > x2 + 1. Procedendo desta forma obtemos uma sequeéncia (z,) que nao possui

subsequéncia convergente, pois qualquer subsequéncia ¢ ilimitada. Se K nao é fechado, existe
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r € K com x ¢ K. Logo, existe uma sequéncia (z,,) de pontos de K tal que limz, = z. Toda
subsequéncia desta sequéncia deve convergir para z e x ¢ K. Com esta contradigdo completamos

a demonstragao. 0

Definicao 21. Seja K C R. Dizemos que K é compacto se for satisfeita uma das condigoes do

Teorema 4.2 sobre K.

No Teorema 20, as implicagoes a) = b) e a) = ¢) sdo conhecidas, respectivamente, por

Teorema de Borel-Lebesgue e Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Exemplo 5. a) Todo conjunto infinito e limitado X possui um ponto de acumulagao. De fato,

X C la,b] e |a,b] é compacto.

b) O conjunto X = {0,1, %, ce %, ...} é compacto, pois é limitado e fechado. Por outro lado,
Y =X —{0} ={1,3,...,2,...} ndo é compacto. De fato, se para cada n € N pomos I, =

(% — % [% — n%rl] ,% + % [% — %HD, entao Y C UNIn é uma cobertura por aberto de Y que
ne

nao possui subcobertura finita, pois I, NY = {%}

¢) Os conjuntos R, Q e R — @, nao sdo compactos.

d) Um exemplo importante de conjunto compacto nao-enumerével é o conjunto de Cantor. Dado

o intervalo [0, 1] retiramos deste o seu ter¢co médio aberto ( %, %) Em seguida, retiramos de [O, %]

o seu terco médio aberto (%, %) e de [%, 1] o seu terco médio aberto (%, %). Ficamos entao com
[O, %} U [%, %} U [%, g] U [%, 1]. O préximo passo é retirar deses intervalos os seus respectivos

tercos médios abertos. Repete-se o processo indefinidamente. O conjunto K dos pontos nao

retirados é o conjunto de Cantor. Se indicamos por Iy, 1s,... os intervalos retirados, entao

[e.e] o0
K=[0,1]-U L,=1[0,1]nN (]R - U In> é fechado e, como ¢ limitado, K é compacto.
n=1

n=1

Em espagos métricos pode ocorrer de um conjunto X ser limitado e fechado sem que

toda cobertura por abertos de X possua subcobertura finita. Consideramos, por Exemplo 12, o
o0

conjunto de todas as sequéncias = (x1, z2,...) de nimeros reais tais que Z xf < 00. Dados
i=1

o0

Z z? e a distancia d(x, y) como sendo d(z,y) = |z—y|. Desta forma,

i=1

definimos o andlogo ao intervalo aberto da reta como sendo B(z,7) = {y € I?;|y—x| < 7}, a bola

x,y € 12, definimos |x| =

aberta e centro x e raio r. A definicdo de conjunto aberto é andloga ao caso real, considerando
agora as bolas abertas. Seja X = {ej,ea,...} C 1% onde e; = (0,0,...,0,1,0,...) (1 na i-ésima
posicdo). Se m # n, entdo |e, — en| = /12 + (—1)2 = V2. Isto significa que X é limitado.
Mais ainda, como todos os pontos de X sao isolados, entao X é fechado. Mas, sendo discreto

(sem pontos de acumulagao) e infinito, X nao é compacto.
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6 Consideracgoes finais

Conjuntos compactos constituem uma importante classe de conjuntos na anélise real
(ou em R™ ou mesmo na andlise funcional). Destacamos por exemplo o Teorema de Weierstrass,
que afirma que toda funcao continua f : X — R definida em um compacto X C R, admite ponto

de méaximo e de minimo.

Nestes termos, ressaltamos a importancia do estudo dos conjuntos compactos. O Teo-

rema 20 retine quatro modos distintos de afirmar que um subconjunto da reta real é compacto.
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